
1 Ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi.
1.1 Ïîñëiäîâíîñòi.
Ïðî ïîñëiäîâíiñòü áóëà óæå ìîâà â ðîçäiëi I.

Îçíà÷åííÿ 1.1 Ïîñëiäîâíiñòþ íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ f : N→ X, òîáòî ïîñëiäîâíiñòü -
öå ôóíêöiÿ íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà.

ßêùî çàäàíà ïîñëiäîâíiñòü f : N→ X, òî ∀ n ∈ N n → f(n), f(n) ïîçíà÷àþòü òàêîæ
÷åðåç xn.

Òàêèì ÷èíîì
∀ n ∈ N n → xn ∈ X.
Ïîñëiäîâíiñòü íàäàëi áóäåìî ïîçíà÷àòè òàê: (xn) = (x1, x2, ..., xn, ...) . Ìíîæèíó çíà÷åíü

ïîñëiäîâíîñòi áóäåìî ïîçíà÷àòè {xn}.
Íàïðèêëàä. Íåõàé ∀n ∈ N n → (−1)n. �¨ áóäåìî ïîçíà÷àòè: xn = (−1)n àáî ((−1)n).

Ìíîæèíà çíà÷åíü öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi {xn} = {−1, 1}.
Ó âèïàäêó, êîëè ìíîæèíà X = R, ïîñëiäîâíiñòü f : N → R íàçèâàþòü ÷èñëîâîþ

ïîñëiäîâíiñòþ.
Íàä ÷èñëîâèìè ïîñëiäîâíîñòÿìè ìîæíà âèêîíóâàòè àðèôìåòè÷íi îïåðàöi¨ (ÿê íàä ôóí-

êöiÿìè).

Îçíà÷åííÿ 1.2
α(xn)

def
= (αxn), α ∈ R

(xn)± (yn)
def
= (xn ± yn)

(xn) · (yn)
def
= (xn · yn)

(xn)

(yn)

def
= (

xn

yn

) (yn 6= 0)

Íàäàëi áóäåìî ðîçãëÿäàòè ÷èñëîâi ïîñëiäîâíîñòi.

1.2 Ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi.
Íåõàé (xn) - ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü.

Îçíà÷åííÿ 1.3 ×èñëî a íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi (xn), ÿêùî,

∀ ε > 0 ∃ n0 ∈ N ∀ n > n0 [|xn − a| < ε]

Òå, ùî a ¹ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi (xn) ïîçíà÷à¹òüñÿ òàê: a = lim
n→∞

xn.

Âðàõîâóþ÷è, ùî íåðiâíiñòü |xn − a| < a ðiâíîñèëüíà íåðiâíîñòÿì a− ε < xn < a + ε, äàìî
ãåîìåòðè÷íå îçíà÷åííÿ ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi.

Îçíà÷åííÿ 1.4

lim
n→∞

xn = a| def
= |∀ε > 0 ∃ n0 ∈ N ∀ n > n0 [xn ∈ Uε(a)],

äå Uε(a) = {x|a− ε < x < a + ε} - îêië òî÷êè a.
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×àñòî îçíà÷åííÿ ãðàíèöi çàïèñóþòü i â òàêîìó âèãëÿäi

lim
n→∞

xn = a| def
= |∀ ε ∈ R+ ∃ n0 ∈ N ∀ n ∈ N [n > n0 ⇒ |xn − a| < ε]

Îçíà÷åííÿ 1.5 Ïîñëiäîâíiñòü (xn) íàçèâà¹òüñÿ çáiæíîþ, ÿêùî ∃ a ∈ R [limn→∞ xn = a],
òîáòî (xn) - çáiæíà ïîñëiäîâíiñòü | def

= |∃a ∈ R ∀ ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n > n0 [|xn−a| < ε].
ßêùî ïîñëiäîâíiñòü íå ¹ çáiæíà, òî ¨¨ íàçèâàþòü ðîçáiæíîþ.

Ïðèêëàä. Ïîêàæåìî, ùî lim
n→∞

2n
2n+1

= 1. Äëÿ öüîãî ïîòðiáíî äëÿ ∀ ε > 0 çíàéòè n0 ∈ N
òàêå, ùîá äëÿ ∀ n > n0 âèêîíóâàëàñü íåðiâíiñòü | 2n

2n+1
− 1| < ε. Ðîçãëÿíåìî ðiçíèöþ

| 2n

2n + 1
− 1| = 1

2n + 1

Äàëi n0 áóäåìî øóêàòè ç íåðiâíîñòi 1
2n+1

< ε, ÿêà åêâiâàëåíòíà 1
2
(1

ε
− 1) < n. Âiçüìåìî

n0 =
[

1
2
(1

ε
− 1)

]
.

Ïåðåêîíàéòåñü, ùî òàêå n0 çàäîâîëüíÿ¹ îçíà÷åííÿ ãðàíèöi.
Âïðàâè. Äîâåñòè çà îçíà÷åííÿì, ùî:
à) lim

n→∞
2n

n+2
= 2,

á) lim
n→∞

1
2n2+2

= 0.

1.3 Îñíîâíi âëàñòèâîñòi çáiæíèõ ïîñëiäîâíîñòåé
Ââåäåìî äåÿêi ïîíÿòòÿ äëÿ ÷èñëîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé.

Îçíà÷åííÿ 1.6 Ïîñëiäîâíiñòü (xn) íàçèâà¹òüñÿ ñòàëîþ (ïîñòiéíîþ), ÿêùî

∃ a ∈ R ∀n ∈ N [xn = a]

Îçíà÷åííÿ 1.7 Ïîñëiäîâíiñòü (xn) íàçèâà¹òüñÿ ôiíàëüíî ñòàëîþ, ÿêùî

∃ a ∈ R ∃n0 ∈ N ∀n > n0 [xn = a]

Îçíà÷åííÿ 1.8 Ïîñëiäîâíiñòü (xn) íàçèâà¹òüñÿ
îáìåæåíîþ çâåðõó, ÿêùî ∃M ∈ R ∀n ∈ N [xn ≤ M ]
îáìåæåíîþ çíèçó, ÿêùî ∃m ∈ R ∀n ∈ N [m ≤ xn]
îáìåæåíîþ, ÿêùî ∃M ∈ R ∃m ∈ R ∀n ∈ N [m ≤ xn ≤ M ]

Âïðàâà. Äîâåñòè, ùî (xn) - îáìåæåíà | ⇔ |∃K > 0 ∀n ∈ N [|xn| ≤ K]

Òåîðåìà 1 1. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü (xn) ôiíàëüíî ñòàëà, òî (xn) - çáiæíà.

2. ßêùî lim
n→∞

xn = a , òî ∀ ε > 0 ìíîæèíà {n ∈ N | |xn − a| ≥ ε} - ñêií÷åííà

3. ßêùî lim
n→∞

xn = a i lim
n→∞

xn = b , òî a = b.

4. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü (xn) - çáiæíà, òî (xn) îáìåæåíà.
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Äîâåäåííÿ
1. Äëÿ äîâåäåííÿ çáiæíîñòi ôiíàëüíî ñòàëî¨ ïîñëiäîâíîñòi äîñèòü â îçíà÷åííi ãðàíèöi

âçÿòè a i n0 ç îçíà÷åííÿ ôiíàëüíî ñòàëî¨ ïîñëiäîâíîñòi.
2. Ç îçíà÷åííÿ ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi ìà¹ìî, ùî âñi xn äëÿ ÿêèõ n > n0 çàäîâiëüíÿþòü

íåðiâíiñòü |xn − a| < ε, òîáòî òi ÿêi íå çàäîâiëüíÿþòü öþ íåðiâíiñòü ìîæóòü ìàòè íîìåðè
n ≤ n0. Òàêèõ ¹ ñêií÷åííå ÷èñëî.

3. Ïðèïóñòèìî, ùî a 6= b. Òîäi |a− b| = α > 0. Âiçüìåìî ε = α
2
. Ç óìîâè òåîðåìè ìà¹ìî,

ùî
lim

n→∞
xn = a ≡ ε =

α

2
∃n1 ∈ N ∀n > n1 [|xn − a| < ε]

i
lim

n→∞
xn = b ≡ ε =

α

2
∃n2 ∈ N ∀n > n2 [|xn − b| < ε]

Òîäi äëÿ n > n0 = max{n1, n2} áóäåìî ìàòè

|a− b| = |a− xn + xn − b| ≤ |a− xn|+ |xn − b| < ε + ε =
α

2
+

α

2
= α

. Îòðèìàëè, ùî |a− b| < α. Öå ñóïåðå÷èòü óìîâi, ùî |a− b| = α.
4. Ç çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi (xn) ìà¹ìî, ùî ∃ a ∈ R, ε = 1 ∃n0 ∈ N ∀n > n0 [|xn−a| <

1], òîáòî
∀ n > n0 [a− 1 < xn < a + 1]

Âiçüìåìî
M

def
= max{x1, x2, . . . , xn0 , a + 1}

m
def
= min{x1, x2, . . . , xn0 , a− 1}

Òîäi ∀ n ∈ N [m ≤ xn ≤ M ]. Çíà÷èòü ïîñëiäîâíiñòü (xn) îáìåæåíà.

Çàóâàæåííÿ 1.1 Ìè äîâåëè, ùî ç çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi âèïëèâà¹ ¨¨ îáìåæåíiñòü.
Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ íå âiðíå.

Íàïðèêëàä, ïîñëiäîâíiñòü xn = (−1)n îáìåæåíà ïîñëiäîâíiñòü

∃M = 1 ∀ n ∈ N [|xn| ≤ 1]

àëå âîíà íå ¹ çáiæíîþ.

1.4 Íåñêií÷åííî ìàëi òà íåñêií÷åííî âåëèêi ïîñëiäîâíîñòi òà ¨õ
âëàñòèâîñòi.

Îçíà÷åííÿ 1.9 Ïîñëiäîâíiñòü (xn) íàçèâà¹òüñÿ íåñêií÷åííî ìàëîþ (í.ì.ï.), ÿêùî lim
n→∞

xn =

0, òîáòî
∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n > n0 [|xn| < ε]

Îçíà÷åííÿ 1.10 Ïîñëiäîâíiñòü (xn) íàçèâà¹òüñÿ íåñêií÷åííî âåëèêîþ(í.â.ï.), ÿêùî

∀E > 0 ∃n0 ∈ N ∀n > n0

[
|xn| > E

]

Òå, ùî ïîñëiäîâíiñòü (xn) ¹ íåñêií÷åííî âåëèêîþ, ïîçíà÷àþòü òàê lim
n→∞

xn = ∞. Îòæå

lim
n→∞

xn = ∞| def
= |∀E > 0 ∃n0 ∈ N ∀n > n0 [|xn| > E]
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Ââåäåìî äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé ùå òàêi îçíà÷åííÿ

lim
n→∞

xn = +∞| def
= |∀E > 0 ∃n0 ∈ N ∀n > n0 [xn > E]

lim
n→∞

xn = −∞| def
= |∀E > 0 ∃n0 ∈ N ∀n > n0 [xn < −E]

Âïðàâà. Äîâåñòè, ùî
lim

n→∞
xn = +∞⇒ lim

n→∞
xn = ∞

lim
n→∞

xn = −∞⇒ lim
n→∞

xn = ∞

Òåîðåìà 2 à)ßêùî (xn) - íåñêií÷åííî ìàëà ïîñëiäîâíiñòü i ∀ n [xn 6= 0], òî ( 1
xn

) - íå-
ñêií÷åííî âåëèêà ïîñëiäîâíiñòü.

á)ßêùî (xn) - íåñêií÷åííî âåëèêà ïîñëiäîâíiñòü i ∀n [xn 6= 0], òî ( 1
xn

) - íåñêií÷åííî
ìàëà ïîñëiäîâíiñòü.

Äîâåäåííÿ.
Ïîêàæåìî, ùî ( 1

xn
) - í.â.ï. Âiçüìåìî ∀E > 0 i ε = 1

E
, òîäi ç òîãî, ùî (xn) - í.ì.ï. áóäåìî

ìàòè:
äëÿ ε =

1

E
∃n0 ∈ N ∀n > n0 [|xn| < ε =

1

E
]

Òîìó
∀n > n0

1

|xn| =
∣∣∣ 1

xn

∣∣∣ > E

Öå îçíà÷à¹, ùî
(

1
xn

)
- í.â.ï.

á) Äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íå
Äîâåñòè ñàìîñòiéíî.

Çàóâàæåííÿ 1.2 Ïîíÿòòÿ "(xn) - í.â.ï." i "(xn) - íåîáìåæåíà ïîñëiäîâíiñòü" íå ¹
åêâiâàëåíòíèìè. Íàïðèêëàä, xn = [1 + (−1)n]n - íåîáìåæåíà ïîñëiäîâíiñòü, îäíàê íå ¹
íåñêií÷åííî âåëèêîþ. Äîâåñòè öå!

Òåîðåìà 3 (àðèôìåòè÷íi âëàñòèâîñòi í.ì.ï.) à) ßêùî (αn) - í.ì.ï. i (βn) - í.ì.ï.,
òî (αn ± βn) - í.ì.ï.

á) ßêùî (αn) - í.ì.ï. i (βn) îáìåæåíà ïîñëiäîâíiñòü, òî (αn · βn) - í.ì.ï.
â) ßêùî (αn) - í.ì.ï. i (βn) - í.ì.ï. , òî (αn · βn) - í.ì.ï.

Äîâåäåííÿ.
à) Âiçüìåìî ∀ε > 0 i ïîçíà÷èìî ε1 = ε

2
. Òîäi ç òîãî, ùî (αn) i (βn) í.ì.ïîñëiäîâíîñòi

ε1 =
ε

2
∃n1 ∈ N ∀n > n1 [|αn| < ε1]

ε1 =
ε

2
∃n2 ∈ N ∀n > n2 [|βn| < ε1]

Äëÿ ∀ n > n0 = max{n1, n2} |αn ± βn| ≤ |αn|+ |βn| < ε1 + ε1 = ε
Îòðèìàëè, ùî (αn ± βn) - í.ì.ï.
á) Ç îáìåæåíîñòi ïîñëiäîâíîñòi (βn) ìà¹ìî, ùî

∃K > 0 ∀n ∈ N [|βn| ≤ K].
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Äëÿ ∀ε > 0 ïîçíà÷èìî ε1 = ε
K
. Òîäi ç óìîâè

(αn) - í.ì.ï.⇒ ε1 =
ε

K
∃n0 ∈ N ∀n > n0 [|αn| < ε

K
].

Çâiäñè äëÿ ∀ n > n0 [|αnβn| = |αn||βn| < ε
K
·K = ε]

Îòðèìàëè, ùî (αn · βn) - í.ì.ï.
â) Çàóâàæèìî, ùî í.ì.ï. (βn) ¹ çáiæíîþ i, çíà÷èòü, îáìåæåíîþ. Òîìó çà äîâåäåíèì â

ï. á) - (αnβn) - í.ì.ï.
Âïðàâè.

1. Ïîáóäóâàòè ïðèêëàäè í.ì. ïîñëiäîâíîñòåé (αn) i (βn), äëÿ ÿêèõ

à)
(

αn

βn

)
- í.ì.ï,

á)
(

αn

βn

)
- í.â.ï.,

â)
(

αn

βn

)
- çáiæíà ïîñëiäîâíiñòü,

ã)
(

αn

βn

)
- ðîçáiæíà ïîñëiäîâíiñòü.

2. Íåõàé (xn) i (yn) í.â.ï. Äîñëiäèòè äëÿ ÿêèõ ïîñëiäîâíîñòåé ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî
âîíè áóäóòü í.â.ï. (xn ± yn), (xn · yn),

(
xn

yn

)
.

1.5 Àðèôìåòè÷íi âëàñòèâîñòi çáiæíèõ ïîñëiäîâíîñòåé.
Ðàíiøå áóëî ââåäåíî àðèôìåòè÷íi îïåðàöi¨ íàä ïîñëiäîâíîñòÿìè. Òóò äîñëiäèìî âëàñòè-
âîñòi ïîñëiäîâíîñòåé îòðèìàíèõ âíàñëiäîê öèõ îïåðàöié.

Ëåìà 1.1 Äëÿ òîãî, ùîá ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi (xn) äîðiâíþâàëà a íåîáõiäíî i äîñòà-
òíüî, ùîá ïîñëiäîâíiñòü (xn − a) áóëà í.ì.ï. Òîáòî

lim
n→∞

xn = a| ⇔ |(xn − a)- í.ì.ï.

Äîâåäåííÿ.

lim
n→∞

xn = a ≡ ∀ ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n > n0 [|xn − a| < ε] ≡ (αn) ≡ (xn − a) - í.ì.ï.

Òåîðåìà 4 Íåõàé ïîñëiäîâíîñòi (xn) i (yn) - çáiæíi i lim
n→∞

xn = a, lim
n→∞

yn = b. Òîäi ïîñëi-

äîâíîñòi (cxn),(xn ± yn), (xn · yn),
(

xn

yn

)
ïðè (b 6= 0) çáiæíi i

1. limn→∞(cxn) = c limn→∞ xn = ca

2. limn→∞(xn ± yn) = limn→∞ xn ± limn→∞ yn = a± b

3. limn→∞(xn · yn) = a · b

4. limn→∞
(

xn

yn

)
= a

b
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Äîâåäåííÿ. Â äîâåäåííÿõ áóäåìî êîðèñòóâàòèñÿ äîâåäåíîþ ëåìîþ òà âëàñòèâîñòÿìè íå-
ñêií÷åííî ìàëèõ ïîñëiäîâíîñòåé.

1. limn→∞ xn = a ⇒ (xn − a) = (αn) - í.ì.ï. ⇒ (c · αn) = (cxn − ca) - í.ì.ï. ⇒
limn→∞ cxn = ca

2.limn→∞ xn = a∧ limn→∞ yn = b ⇒ (xn − a) = (αn) - í.ì.ï. ∧ (yn − b) = (βn) - í.ì.ï. ⇒
(αn ± βn) = (a± b− xn ∓ yn) - í.ì.ï. ⇒ limn→∞ xn ± yn = a± b

3.limn→∞ xn = a ∧ limn→∞ yn = b ⇒ (xn − a) = (αn) - í.ì.ï. ∧ (yn − b) = (βn) - í.ì.ï.
Äîáóòîê xn · yn = (a + αn)(b + βn) = ab + aβn + bαn + αnβn = ab + γn

Òîìó xnyn − ab = γn, (γn) - í.ì.ï.
Çâiäñè limn→∞ xnyn = ab
4. Àíàëîãi÷íî ÿê ðàíiøå çàïèøåìî xn − a = αn, yn − b = βn, äå (αn) i (βn) - í.ì.ï.
Òîäi xn

yn
− a

b
= a+αn

b+βn
− a

b
= 1

(b+βn)b
(bαn + aβn) = 1

yn·b · γn

Ïîñëiäîâíiñòü (γn) - í.ì. Ïîêàæåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü ( 1
yn·b) - îáìåæåíà. Ç óìîâè òåî-

ðåìè ìà¹ìî, ùî limn→∞ yn = b 6= 0. Íåõàé b > 0. Âiçüìåìî ε = b
2

> 0

lim
n→∞

yn = b ⇒ ε =
b

2
∃ n0 ∈ N ∀n > n0

[
|yn − b| < ε =

b

2

]

òîáòî
∀n > n0

[ b

2
< yn < b + ε

]

Çâiäñè
∀n > n0

[ 1

yn

>
2

b

]
⇒ ∀n > n0

[
0 <

1

ynb
<

2

b2

]

Çíà÷èòü, ïîñëiäîâíiñòü ( 1
ynb

) - îáìåæåíà.
Òîìó ïîñëiäîâíiñòü (xn

yn
− a

b
) = ( 1

ynb
γn) - í.ì.ï. i limn→∞ xn

yn
= a

b

Çàóâàæåííÿ 1.3 Â ôîðìóëþâàííi òåîðåìè iñòîòíèì ¹ òå, ùî ïîñëiäîâíîñòi (xn) i (yn)
çáiæíi.

Íàïðèêëàä, äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé xn = (−1)n yn = (−1)n+1 íå ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

lim
n→∞

(xn + yn) = lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn

Ïåðåâiðèòè!

Äîâåäåíi âëàñòèâîñòi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè çíàõîäæåííi ãðàíèöü ïîñëiäîâíîñòåé.
Ïðèêëàä. Çíàéòè ãðàíèöþ ïîñëiäîâíîñòi.

lim
n→∞

2n2 + 3n + 1

n2 + 5n + 5
= lim

n→∞
2 + 3

n
+ 1

n2

1 + 5
n

+ 5
n2

=

lim
n→∞

(2 + 3
n

+ 1
n2 )

lim
n→∞

(1 + 5
n

+ 5
n2 )

=
lim

n→∞
2 + lim

n→∞
3
n

+ lim
n→∞

1
n2

lim
n→∞

1 + lim
n→∞

5
n

+ lim
n→∞

5
n2

=

=
2 + 0 + 0

1 + 0 + 0
= 2
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1.6 Âëàñòèâîñòi ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi çâ'ÿçàíi ç íåðiâíîñòÿìè.
Òåîðåìà 5 1. Íåõàé ïîñëiäîâíîñòi (xn) i (yn) - çáiæíi, lim

n→∞
xn = a, lim

n→∞
yn = b i a < b.

Òîäi
∃ n0 ∈ N ∀n > n0 [xn < yn]

2. Íåõàé ïîñëiäîâíîñòi (xn) i (yn) - çáiæíi, lim
n→∞

xn = a, lim
n→∞

yn = a i ∀ n ∈ N [xn ≤
zn ≤ yn]. Òîäi ïîñëiäîâíiñòü (zn) çáiæíà i lim

n→∞
zn = a

Äîâåäåííÿ .
1. Íåõàé b− a = α i ε = α

2
. Òîäi

lim
n→∞

xn = a ⇒ ε =
α

2
∃ n1 ∈ N ∀n > n1 [a− ε < xn < a + ε]

lim
n→∞

yn = b ⇒ ε =
α

2
∃ n2 ∈ N ∀n > n2 [b− ε < yn < b + ε]

òîìó äëÿ ∀ n > n0 = max{n1, n2}
[xn < a + ε = b− ε < yn]

Îòæå ∃ n0 = max{n1, n2} ∀ n > n0 [xn < yn]
2. Ç óìîâè òåîðåìè ìà¹ìî

lim
n→∞

xn = a ⇒ ∀ε > 0 ∃ n1 ∈ N ∀n > n1 [a− ε < xn < a + ε]

lim
n→∞

yn = a ⇒ ∀ε > 0 ∃ n2 ∈ N ∀n > n2 [a− ε < yn < a + ε]

Òîìó äëÿ ∀ n > n0 = max{n1, n2} [a− ε < xn ≤ zn ≤ yn < a + ε]
Îòæå

∀ε > 0 ∃n0 ∀n > n0 [a− ε < zn < a + ε]

Çâiäñè lim
n→∞

zn = a

Íàñëiäîê 1.1 Íåõàé lim
n→∞

xn = a i lim
n→∞

yn = b. Òîäi

1. ∀ n ∈ N [xn < yn] ⇒ a ≤ b

2. ∀ n ∈ N [xn ≤ yn] ⇒ a ≤ b

3. ∀ n ∈ N [xn < b] ⇒ a ≤ b

4. ∀ n ∈ N [xn ≤ b] ⇒ a ≤ b

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî iìïëiêàöiþ 1. Ïðèïóñòèìî ñóïðîòèâíå. Íåõàé a > b. Òîäi çà äîâå-
äåíîþ òåðåìîþ

∃ n0 ∀n > n0 [xn > yn]

ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ.
Ðåøòà iìïëiêàöié äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî.

Çàóâàæåííÿ 1.4 Òå, ùî â 1 ç ñòðîãî¨ íåðiâíîñòi ∀ n ∈ N [xn < yn] íå âèïëèâà¹ ñòðîãà
íåðiâíiñòü, ïîêàçó¹ ïðèêëàä:

Íåõàé xn = 1
n+1

, yn = 1
n

∀ n ∈ N
[
xn =

1

n + 1
<

1

n
= yn

]

Îäíàê lim
n→∞

xn = 0 i lim
n→∞

yn = 0.
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2 Ïèòàííÿ iñíóâàííÿ ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi.
2.1 Ìîíîòîííi ïîñëiäîâíîñòi. Òåîðåìà Âåé¹ðøòðàññà ïðî iñíóâàí-

íÿ ãðàíèöi ìîíîòîííî¨ ïîñëiäîâíîñòi.
Îçíà÷åííÿ 2.1 Ïîñëiäîâíiñòü (xn) íàçèâà¹òüñÿ

1. ìîíîòîííî çðîñòàþ÷îþ, ÿêùî ∀n ∈ N [xn < xn+1]

2. ìîíîòîííî íåñïàäíîþ, ÿêùî ∀n ∈ N [xn ≤ xn+1]

3. ìîíîòîííî ñïàäíîþ, ÿêùî ∀n ∈ N [xn > xn+1]

4. ìîíîòîííî íåçðîñòàþ÷îþ, ÿêùî ∀n ∈ N [xn ≥ xn+1]

ßêùî äëÿ ïîñëiäîâíîñòi âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç óìîâ 1,2,3,4 òî ¨¨ íàçèâàþòü ìîíîòîí-
íîþ

Ïðèêëàäè

1. Ïîñëiäîâíiñòü ( 1
n
) ìîíîòîííî ñïàäíà.

2. Ïîñëiäîâíiñòü (2n) ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à.

Òåîðåìà 6 (Âåé¹ðøòðàññà) [(ïðî ãðàíèöþ ìîíîòîííî¨ ïîñëiäîâíîñòi)]

1. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü (xn) ìîíîòîííî íåñïàäíà i îáìåæåíà çâåðõó, òî âîíà ¹ çáiæíà.

2. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü (xn) ìîíîòîííî íå çðîñòàþ÷à i îáìåæåíà çíèçó, òî âîíà ¹
çáiæíà.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî òâåðäæåííÿ 1. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó çíà÷åíü ïîñëiäîâíîñòi {xn}.
Öÿ ìíîæèíà îáìåæåíà çâåðõó. Òîìó ∃ sup{xn} = a. Ïîêàæåìî, ùî lim

n→∞
xn = a. Ç îçíà÷åííÿ

òî÷íî¨ âåðõíüî¨ ìåæi ìà¹ìî

(∀n ∈ N [xn ≤ a]) ∧ ∀ε > 0 ∃ xn0 ∈ {xn} [a− ε < xn0 ]

Òîäi
∀ n > n0 [xn ≤ a < a + ε] ∧ [a− ε < xn0 ≤ xn]

Îòæå
∀ ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀ n > n0 [a− ε < xn < a + ε]

Òîìó lim
n→∞

xn = a.
Äîâåäåííÿ äðóãî¨ ÷àñòèíè òåîðåìè ïðîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî.
Âïðàâà.

1. Äîâåñòè
∀ (xn) ìîíîòîííà [(xn)- çáiæíà ⇔ (xn) - îáìåæåíà]

2. Ïîêàçàòè, ùî òåîðåìà Âåé¹ðøòðàñà âiðíà ïðè óìîâi, ùî ïîñëiäîâíiñòü ìîíîòîííà ç
äåÿêîãî n0 ∈ N.
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Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè Âåé¹ðøòðàñà ïðè çíàõîäæåííi ãðàíèöi ïî-
ñëiäîâíîñòi.

Ïðèêëàä Ïîêàæåìî, ùî lim
n→∞

n
qn = 0 ÿêùî q > 1.

Äiéñíî, ÿêùî xn = n
qn , òî xn+1 = n+1

qn+1 = n+1
nq
· n

qn = xn(1 + 1
n
)/q.

Îñêiëüêè lim
n→∞

(1+ 1
n
)/q = 1

q
< 1, òî ∃ n0 ∈ N ∀ n > n0 (1+ 1

n
)/q < 1. Òîìó, ïî÷èíàþ÷è ç

n > n0 ïîñëiäîâíiñòü (xn) áóäå ìîíîòîííî ñïàäíîþ. Îñêiëüêè âîíà îáìåæåíà çíèçó íóëåì,
òî ∃ lim

n→∞
xn = c. Âèêîðèñòà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ xn+1 = 1

q
(1 + 1

n
)xn i òåîðåìó ïðî ãðàíèöþ

äîáóòêó ïîñëiäîâíîñòi.

c = lim
n→∞

xn+1 = lim
n→∞

1

q
(1 +

1

n
)xn =

1

q
lim

n→∞
(1 +

1

n
) lim

n→∞
xn =

1

q
c

Ç ðiâíîñòi c = 1
q
c ïðè q > 1 ìà¹ìî, ùî c = 0.

Ïðèêëàä. Íàäàëi ÷àñòî áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òå, ùî lim
n→∞

n
√

n = 1. Ïîêàæåìî, ùî
öå âèïëèâà¹ ç ðåçóëüòàòó ïåïåðåäíüîãî ïðèêëàäó.

Âiçüìåìî ∀ ε > 0, ïîçíà÷èìî q = 1 + ε. Ç òîãî, ùî lim
n→∞

n
qn = 0 ìà¹ìî

∃ n0 ∈ N ∀ n > n0 [
n

qn
< 1]

Òîìó ∀ ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀ n > n0 [1 < n < (1 + ε)n] ≡ [1 < n
√

n < 1 + ε]
Çíà÷èòü lim

n→∞
n
√

n = 1

Âïðàâà. Äîâåñòè, ùî lim
n→∞

an

n!
, äå a ∈ R.

2.2 ×èñëî e.
Âèêîðèñòà¹ìî òåîðåìó Âåé¹ðøòðàññà äëÿ ââåäåííÿ ïîíÿòòÿ ÷èñëà e.

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü (xn), äå xn = (1 + 1
n
)n. Äàëi ïîêàæåìî, ùî

1. ∀ n ∈ N [xn < xn+1]

2. ∀ n ∈ N [xn < 3]

îòæå ïîñëiäîâíiñòü (xn) - ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à i îáìåæåíà çâåðõó. Òîìó âîíà ìà¹ ãðàíèöþ
i íàñòóïíå îçíà÷åííÿ áóäå êîðåêòíå.

Îçíà÷åííÿ 2.2 e
def
= lim

n→∞
(1 + 1

n
)n

Çàëèøèëîñü äîâåñòè ñôîðìóëüîâàíi âëàñòèâîñòi 1 i 2.
Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó áiíîìà Íüþòîíà, îòðèìà¹ìî, ùî

xn = (1+
1

n
)n = 1+

n

1!

1

n
+

n(n− 1)

2!
(
1

n
)2+

n(n− 1)(n− 2)

3!
(
1

n
)3+. . .+

n(n− 1) . . . (n− (n− 1))

n!
(
1

n
)n =

= 1 +
1

1!
+

1

2!
(1− 1

n
) +

1

3!
(1− 1

n
)(1− 2

n
) + . . . +

1

n!
(1− 1

n
)(1− 2

n
) . . . (1− n− 1

n
)

Àíàëîãi÷íî ðîçïèøåìî xn+1 = (1 + 1
n+1

)n+1 =

= 1+
1

1!
+

1

2!
(1− 1

n + 1
)+

1

3!
(1− 1

n + 1
)(1− 2

n + 1
)+. . .+

1

(n + 1)!
(1− 1

n + 1
)(1− 2

n + 1
) . . . (1− n

n + 1
)
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Ëåãêî çàóâàæèòè, ùî êîæåí ÷ëåí ïåðøî¨ ñóìè íå áiëüøèé ÷ëåíiâ äðóãî¨ ñóìè i ÷ëåíiâ ó
äðóãié ñóìi íà îäèíèöþ áiëüøå. Òîìó xn < xn+1.

Äàëi ó âèðàçi äëÿ xn âñi äóæêè (1− k
n
) çàìiíèìî îäèíè÷êàìè.

xn = 1 +
1

1!
+

1

2!
(1− 1

n
) +

1

3!
(1− 1

n
)(1− 2

n
) + . . . +

1

n!
(1− 1

n
)(1− 2

n
) . . . (1− n− 1

n
) <

< 1 +
1

1!
+

1

2!
+

1

3!
. . . +

1

n!
< 1 + 1 +

1

2
+

1

2 · 2 +
1

2 · 2 · 2 + . . . +
1

2n
=

= 2 +
1/2− 1/2n

1− 1/2
< 2 + 1 = 3

Îòæå ìîíîòîííiñòü i îáìåæåíiñòü ïîñëiäîâíîñòi (xn) äîâåäåíî.
Âðàõîâóþ÷è, ùî ∀ n [2 < xn < 3] ìà¹ìî íåðiâíiñòü 2 < e ≤ 3. Íàáëèæåíî ÷èñëî

e ≈ 2, 718281828.

2.3 Äåÿêi âëàñòèâîñòi ÷èñëà e.
Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó ùå îäíó ïîñëiäîâíiñòü, ãðàíèöåþ ÿêî¨ ¹ ÷èñëî e.

Íåõàé k < n. Òîäi, âiäêèíóâøè â ñóìi, ùî âèðàæà¹ xn îñòàííi äîäàíêè áóäåìî ìàòè,
ùî

xn > 1 +
1

1!
+

1

2!
(1− 1

n
) +

1

3!
(1− 1

n
)(1− 2

n
) + . . . +

1

k!
(1− 1

n
)(1− 2

n
) . . . (1− k − 1

n
)

Ïðè ôiêñîâàíîìó k < n ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi n → ∞ â ïîïåðåäíié íåðiâíîñòi i áóäåìî
ìàòè

e ≥ 1 +
1

1!
+

1

2!
+ ·+ 1

k!
= yk

Îòðèìàëè, ùî äëÿ ∀ k yk ≤ e. Îäíàê ïðè ðîçãëÿäi ïîñëiäîâíîñòi xn áóëî ïîêàçàíî, ùî
∀ n xn < yn. Îòæå ∀ n ∈ N xn < yn ≤ e. Òîìó

lim
n→∞

yn = e

Îöiíèìî ðiçíèöþ (e− yn). Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ðiçíèöþ

yn+m − ym =
1

(n + 1)!
+

1

(n + 2)!
+ . . . +

1

(n + m)!
=

1

(n + 1)!

[
1 +

1

n + 2
+

1

(n + 2)(n + 3)
+ . . . +

1

(n + 2)(n + 3) . . . (n + m)

]

ßêùî â çíàìåííèêàõ âñi ìíîæíèêè n+k (k ≥ 3) çàìiíèòè íà n+2, òî îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü

yn+m − ym <
1

(n + 1)!

[
1 +

1

n + 2
+

1

(n + 2)2
+ . . . +

1

(n + 2)m−1

]
=

=
1

(n + 1)!

1− 1
(n+2)m

1− 1
n+2

<
1

(n + 1)!

n + 2

n + 1
=

1

n!

n + 2

(n + 1)2

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî n+2
(n+1)2

< 1
n
. Îòæå.

∀ n ∈ N ∀ m ∈ N yn+m − yn <
1

n!

n + 2

(n + 1)2
<

1

n!

1

n
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Ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi ïðè m →∞. Áóäåìî ìàòè íåðiâíiñòü

e− yn <
1

n!n

Òîìó
e = yn +

θ

n!n
, äå θ ∈]0, 1[.

Ôîðìóëà
e = 1 +

1

1!
+

1

2!
+ . . . +

1

n!
+

θ

n!n
ìîæå áóòè âèêîðèñòàíà äëÿ íàáëèæåíîãî îá÷èñëåííÿ ÷èñëà e ç íàïåðåä çàäàíîþ òî-

÷íiñòþ.

Òåîðåìà 7 ×èñëî e - iððàöiîíàëüíå.

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî ÷èñëî e íå ìîæå áóòè ðàöiîíàëüíèì ÷èñëîì.
Íåõàé e ðàöiîíàëüíå ÷èñëî i e = m

n
. Òîäi

e =
m

n
= 1 +

1

1!
+

1

2!
+ . . . +

1

n!
+

θ

n!n

Äîìíîæèìî îáèäâi ÷àñòèíè öi¹¨ ðiâíîñòi íà n!

m

n
n! = n!(1 +

1

1!
+

1

2!
+ . . . +

1

n!
) +

θ

n

Â ëiâié ÷àñòèíi ìà¹ìî öiëå ÷èñëî, ñïðàâà äîáóòîê n! íà êîæåí äîäàíîê ¹ öiëå ÷èñëî, à θ
n
-

äðîáîâå ÷èñëî. Îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ. Îòæå e 6= m
n
.

2.4 Ïiäïîñëiäîâíîñòi. ×àñòêîâi ãðàíèöi.
Îçíà÷åííÿ 2.3 Íåõàé (xn) - ïîñëiäîâíiñòü i (nk) ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë

∀k ∈ N [nk < nk+1]

Ïîñëiäîâíiñòü (xnk
) = (yk) íàçèâà¹òüñÿ ïiäïîñëiäîâíiñòþ ïîñëiäîâíîñòi (xn).

Ïðèêëàä. Ïîñëiäîâíiñòü (xn) = 1
2n

¹ ïiäïîñëiäîâíiñòþ ïîñëiäîâíîñòi (xn) = ( 1
n
).

Çàóâàæèìî, ùî ñàìà ïîñëiäîâíiñòü ¹ ñâî¹þ ïiäïîñëiäîâíiñòþ.
Ìiæ çáiæíiñòþ ïîñëiäîâíîñòi (xn) i çáiæíiñòþ ¨¨ ïiäïîñëiäîâíîñòåé ¹ íàñòóïíèé çâÿçîê.

Òåîðåìà 8 Äëÿ òîãî, ùîá ïîñëiäîâíñòü (xn) áóëà çáiæíà íåîáõiäíî i äîñòàòíüî ùîá âñi
¨¨ ïiäïîñëiäîâíîñòi áóëè çáiæíèìè äî îäíîãî i òîãî æ ÷èñëà.

Äîâåäåííÿ.
Äîâåäåìî íåîáõiäíiñòü óìîâè. Íåõàé (xn) - çáiæíà ïîñëiäîâíiñòü i lim

n→∞
xn = a. Òîäi

∀ ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n > n0 [|xn − a| < ε]

Äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäïîñëiäîâíîñòi (xnk
) ïîñëiäîâíiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë (nk) ¹ ìîíîòîííî

çðîñòàþ÷îþ. Òîìó ∃ k0 nk0 > n0, à çâiäñè îòæå äëÿ ∀k > k0 [nk > n0] i
∀ ε > 0 ∃ k0 ∈ N ∀ k > k0 [|xnk

− a| < ε]

Öå îçíà÷à¹, ùî lim
n→∞

xnk
= a.

Äîñòàòíiñòü óìîâè îòðèìó¹ìî ç òîãî, ùî ñàìà ïîñëiäîâíiñòü ¹ îäíi¹þ ç ñâî¨õ ïiäïîñëiäîâ-
íîñòåé.
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Çàóâàæåííÿ 2.1 Ïîñëiäîâíiñòü ìîæå ìàòè êiëüêà çáiæíèõ ïiäïîñëiäîâíîñòåé, îäíàê
ñàìà ìîæå áóòè íå çáiæíîþ. Íàïðèêëàä (xn) = ((−1)n).

Îçíà÷åííÿ 2.4 ×èñëî a íàçèâà¹òüñÿ ÷àñòêîâîþ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi (xn), ÿêùî
∃ (xnk

) - ïiäïîñëiäîâíiñòü äëÿ ÿêî¨ lim
n→∞

xnk
= a.

Ïðèêëàä. Ïîñëiäîâíiñòü ((−1)n) ìà¹ äâi ÷àñòêîâi ãðàíèöi −1 i 1.
Âïðàâà. Çíàéòè âñi ÷àñòêîâi ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi
à)(sin πn

2
),

á) [(−1)n+1]n2

n2+1

â) (−1)nn
n+2

Òåîðåìà 9 (Áîëüöàíî - Âåé¹ðøòðàññà) Êîæíà îáìåæåíà ïîñëiäîâíiñòü (xn) ìà¹
çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü, òîáòî

∀ (xn) [(xn) - îáìåæåíà ⇒ ∃ (xnk
) - çáiæíà ïiäïîñëiäîâíiñòü.]

Äîâåäåííÿ. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü (xn) îáìåæåíà, òî

∃ a, b ∈ R ∀ n ∈ N [a ≤ xn ≤ b]

Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà {xn} - îáìåæåíà.
Ìíîæèíà {xn} ìîæå áóòè ñêií÷åííîþ àáî íåñêií÷åííîþ. ßêùî {xn} - ìíîæèíà çíà-

÷åíü ïîñëiäîâíîñòi ñêií÷åííà, òî ïðèíàéìíi îäíå iç çíà÷åíü ïðèéìà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòþ
íåñêií÷åííå ÷èñëî ðàç. Òîáòî iñíó¹ çíà÷åííÿ a i ïîñëiäîâíiñòü {nk}, nk ∈ N, òàêà, ùî

n1 < n2 < . . . < nk < . . .

a = xn1 = xn2 = . . . = xnk
= . . .

Òîäi (xnk
) ¹ çáiæíîþ ïiäïîñëiäîâíiñòþ.

ßêùî ìíîæèíà {xn} íåñêií÷åííà, òî ç ëåìè ïðî ãðàíè÷íi òî÷êè âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ
õî÷à á îäíî¨ ãðàíè÷íî¨ òî÷êè öi¹¨ ìíîæèíè. Íåõàé a ¹ ãðàíè÷íà òî÷êà ìíîæèíè {xn}. Òîäi
â êîæíîìó îêîëi U(a) ¹ íåñêií÷åííà êiëüêiñòü òî÷îê ç ìíîæèíè {xn}. Ïðîâåäåìî âèáið
òî÷îê ç {xn} òàê:

Ç U1(a) âèáåðåìî äîâiëüíó òî÷êó xn1

Ç U1/2(a) âèáåðåìî äîâiëüíó òî÷êó xn2 òàê, ùîá n1 < n2.
Ç U1/3(a) âèáåðåìî äîâiëüíó òî÷êó xn3 òàê, ùî n2 < n3.

. . . . . . . . .

Ç U1/k(a) âèáåðåìî òî÷êó xnk
òàê, ùî nk−1 < nk.

. . . . . . . . .

Òîäi âèáðàíà ïîñëiäîâíiñòü yk = (xnk
) áóäå ïiäïîñëiäîâíiñòþ (xn) i lim

k→∞
xnk

= a.

Òåîðåìà 10 ßêùî ïîñëiäîâíiñòü (xn) íå îáìåæåíà, òî ∃ (xnk
) - ïiäïîñëiäîâíiñòü, äëÿ

ÿêî¨ lim
k→∞

xnk
= ∞.

12



Äîâåäåííÿ. Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî äëÿ íåîáìåæåíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ìíîæèíà {xn

∣∣∣|xn| > M}
äëÿ äîâiëüíîãî M ¹ íåñêií÷åííîþ. ßêáè âîíà áóëà á ñêií÷åííîþ, òîäi ìîæíà á áóëî âèáðàòè
íàéáiëüøèé i íàéìåíøèé åëåìåíò i ïîñëiäîâíiñòü áóëà á îáìåæåíîþ.

Êîðèñòóþ÷èñü âêàçàíîþ âëàñòèâiñòþ ïîñëiäîâíîñòi, äëÿ êîæíîãî k âèáåðåìî xnk
òàê,

ùîá
|xnk

| > k i nk > nk−1 äëÿ k = 2, 3, 4, . . .

Âèáðàíà ïiäïîñëiäîâíiñòü (xnk
) áóäå íåñêií÷åííî âåëèêîþ ïîñëiäîâíiñòþ, òîáòî lim

k→∞
xnk

=
∞.

Ç äâîõ ïîïåðåäíiõ òåîðåì ìîæíà îòðèìàòè íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 2.1 Ç êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (xn) ìîæíà âèáðàòè çáiæíó àáî íåñêií÷åííî âå-
ëèêó ïiäïîñëiäîâíiñòü.

2.5 Ôóíäàìåíòàëüíi ïîñëiäîâíîñòi. Êðèòåðié Êîøi iñíóâàííÿ ãðà-
íèöi ïîñëiäîâíîñòi.

Îçíà÷åííÿ 2.5 Ïîñëiäîâíiñòü (xn) íàçèâà¹òüñÿ ôóíäàìåíòàëüíîþ, ÿêùî ∀ε > 0 ∃n0 ∈
N ∀n > n0 ∀m > n0

[
|xn − xm| < ε

]
àáî

∀ ε > 0 ∃ n0 ∈ N ∀n,m ∈ N
[
n > n0 ∧m > n0 ⇒ |xm − xn| < ε

]

Ïðèêëàä.Ïåðåâiðèòè ÷è ïîñëiäîâíiñòü ( 1
n
) ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ. Ðîçãëÿíåìî äëÿ ∀ n,m (n <

m) ðiçíèöþ
|xn − xm| =

∣∣∣ 1
n
− 1

m

∣∣∣ <
1

n
< ε

Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi îòðèìó¹ìî, ùî n0 =
[

1
ε

]
çàäîâiëüíÿ¹ îçíà÷åííÿ ôóíäàìåíòàëüíîñòi.

Òîìó ïîñëiäîâíiñòü ( 1
n
) - ôóíäàìåíòàëüíà.

Òåîðåìà 11 Äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi òâåðäæåííÿ.

1. (xn) - çáiæíà | ⇒ | xn - ôóíäàìåíòàëüíà.

2. (xn) - ôóíäàìåíòàëüíà | ⇒ | (xn) - îáìåæåíà.

3. (xn) ôóíäàìåíòàëüíà ∧ (xnk
) - çáiæíà | ⇒ | (xn) - çáiæíà.

Äîâåäåííÿ.
1. Íåõàé (xn) - çáiæíà ïîñëiäîâíiñòü.
Âiçüìåìî äîâiëüíå ε > 0. Òîäi

(xn) - çáiæíà | ⇒ | ∃ a ∈ R ∀ ε1 =
ε

2
∃ n0 ∈ N ∀ n > n0 [|xn − a| < ε1]

Òîìó

∀ n,m ∈ N ∀ n > n0 ∧ ∀m > n0 [|xn−xm| = |xn−a+a−xm| ≤ |xn−a|+|a−xm| < ε1+ε1 = ε]

Îòæå
∀ ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n > n0 ∀m > n0 [|xn − xm| < ε]
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Ïîñëiäîâíiñòü (xn) - ôóíäàìåíòàëüíà.
2. Íåõàé (xn) - ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü. Òîäi äëÿ ε = 1 ∃ n0 ∈ N ∀ n >

n0 ∧ m > n0 [|xn − xm| < ε = 1].
Íåõàé m = n0 + 1 > n0. Òîäi

∀ n > n0 [xn0+1 − 1 < xn < xn0+1 + 1]

Âiçüìåìî
m

def
= min{x1, x2, . . . , xn0 , xn0+1 − 1}

M
def
= max{x1, x2, . . . , xn0 , xn0+1 + 1}

Îòðèìàëè, ùî
∀ n ∈ N [m ≤ xn ≤ M ]

Ïîñëiäîâíiñòü (xn) - îáìåæåíà.
3. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü (xn) ôóíäàìåíòàëüíà, ¨¨ ïiäïîñëiäîâíiñòü (xnk

) - çáiæíà i
lim
k→∞

xnk
= a. Âiçüìåìî ∀ ε > 0. Òîäi

(xn) - ôóíäàìåíòàëüíà ⇒ ε1 =
ε

2
∃n0 ∈ N ∀ n > n0 ∀ m > n0

[
|xn − xm| < ε1

]

lim
k→∞

xnk
= a ⇒ ε1 =

ε

2
∃k0 ∈ N ∀ k > k0

[
|xnk

− a| < ε1

]

Âèáåðåìî ç ïîñëiäîâíîñòi (nk) òàêå nk, ùîá áóëî k > k0 i nk > n0. Òîäi

∀n > n0

[
|xn − a| ≤ |xn − xnk

|+ |xnk
− a| < ε1 + ε1 = ε

]
.

Öå îçíà÷à¹, ùî lim
n→∞

xn = a

Òåîðåìà 12 ( Êðèòåðié Êîøi iñíóâàííÿ ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi.) Äëÿ çáiæíîñòi
ïîñëiäîâíîñòi (xn) íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá (xn) áóëà ôóíäàìåíòàëüíîþ, òîáòî

∀ (xn) [(xn) - çáiæíà⇔ (xn) - ôóíäàìåíòàëüíà]

Äîâåäåííÿ. Áóäåìî êîðèñòóâàòèñü òâåðäæåííÿìè, ÿêi äîâåäåíi â ïîïåðåäíié òåîðåìi.
Íåîáõiäíiñòü. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü çáiæíà, òî âîíà ôóíäàìåíòàëüíà. Öå óæå äîâåäåíî.
Äîñòàòíiñòü. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü ôóíäàìåíòàëüíà. Òîäi ïîñëiäîâíiñòü îáìåæåíà, à çíà-

÷èòü ç íå¨ ìîæíà âèáðàòè çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü. Ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü, ÿêà
ìiñòèòü çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü, ¹ çáiæíîþ ïîñëiäîâíiñòþ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

2.6 Âåðõíÿ i íèæíÿ ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi.
Íåõàé (xn) îáìåæåíà ïîñëiäîâíiñòü. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç E ìíîæèíó ¨¨ ÷àñòêîâèõ ãðàíèöü.
Î÷åâèäíî, ùî E òàêîæ îáìåæåíà ìíîæèíà. Äiéñíî. ßêùî

∃ M, m ∈ R ∀ n ∈ N [m ≤ xn ≤ M ]

òî òî÷êè ïîçà âiäðiçêîì [m, M ] íå ìîæóòü áóòè ÷àñòêîâèìè ãðàíèöÿìè ïîñëiäîâíîñòi (xn),
áî â äîñòàòíüî ìàëîìó îêîëi öèõ òî÷îê íåìà¹ xn ç ïîñëiäîâíîñòi.

Îòæå ìíîæèíà E ⊂ [m, M ] ¹ îáìåæåíîþ.
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Òåîðåìà 13 Ìíîæèíà ÷àñòêîâèõ ãðàíèöü îáìåæåíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ìà¹ ìàêñèìàëüíèé
i ìiíiìàëüíèé åëåìåíò.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü îáìåæåíà, òî ¨¨ ìíîæèíà ÷àñòêîâèõ ãðàíèöü E îáìå-
æåíà. Òîìó ∃ inf E = a i ∃ sup E = b. Ïîêàæåìî ùî a i b ¹ ÷àñòêîâèìè ãðàíèöÿìè. Òîäi
a = min E i b = max E.

Çàïèøåìî ïîñëiäîâíiñòü ìiðêóâàíü, ÿêi äîâîäÿòü ùî b ÷àñòêîâà ãðàíèöÿ.
1. sup E = b ⇒ ∀ U(b) ∃c ∈ E [c ∈ U(b)]
2.∀ U(b) ∀ c ∈ U(b) ∃U(c) ⊂ U(b)
3. c ∈ E ⇒ ∀ U(c) [U(c) - ìiñòèòü íåñêií÷åííó êiëüêiñòü xn] ⇒ ∀ U(b) [U(b) - ìiñòèòü

íåñêií÷åííó êiëüêiñòü xn] ⇒ ∃ (xnk
) [ lim

k→∞
xnk

= b] ⇒ b ∈ E.

Âèáið ïiäïîñëiäîâíîñòi (xnk
) ìîæíà çðîáèòè çà ñõåìîþ, ÿêà ¹ â äîâåäåííi òåîðåìè

Áîëüöàíî-Âåé¹ðøòðàññà.
Äîâåäåííÿ, òîãî ùî a ¹ ÷àñòêîâà ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi ïðîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî.
ßêùî ïîñëiäîâíiñòü (xn) íåîáìåæåíà çâåðõó, òî ∃ (xnk

) ïiäïîñëiäîâíiñòü äëÿ ÿêî¨
lim
k→∞

xnk
= +∞

ßêùî ïîñëiäîâíiñòü (xn) íåîáìåæåíà çíèçó, òî ∃ (xnk
) ïiäïîñëiäîâíiñòü äëÿ ÿêî¨

lim
k→∞

xnk
= −∞

(Äîâåäåííÿ ïðîâåñòè ñàìîñòiéíî).

Îçíà÷åííÿ 2.6 ( (A) âåðõíüî¨ i íèæíüî¨ ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi) ßêùî ïîñëiäîâíiñòü
(xn) îáìåæåíà, òî

lim inf
n→∞

xn
def
= min E

lim sup
n→∞

xn
def
= max E

ßêùî ïîñëiäîâíiñòü íåîáìåæåíà çíèçó, òî

lim inf
n→∞

xn
def
= −∞

ßêùî ïîñëiäîâíiñòü íåîáìåæåíà çâåðõó, òî

lim sup
n→∞

xn
def
= +∞

lim infn→∞ xn, lim supn→∞ xn - áóäåìî íàçèâàòè íèæíüîþ i âåðõíüîþ ãðàíèöÿìè ïîñëiäîâ-
íîñòi (xn) i áóäåìî ïîçíà÷àòè òàêîæ limn→∞, limn→∞.

Ç òåîðåìè, ÿêà äîâåäåíà ðàíiøå, âèïëèâà¹ êîðåêòíiñòü äàíîãî îçíà÷åííÿ.
Ïðèêëàäè.
à)lim infn→∞(−1)n = −1, lim supn→∞(−1)n = 1
Ïîðÿä ç íàäàíèì îçíà÷åííÿì A äàìî iíøå îçíà÷åííÿ íèæíüî¨ òà âåðõíüî¨ ãðàíèöi

ïîñëiäîâíîñòi.

Îçíà÷åííÿ 2.7 (B) Íåõàé (xn)- îáìåæåíà ïîñëiäîâíiñòü. Òîäi

lim inf
n→∞

xn = a| def
= |(∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n > n0 [x−ε < xn])∧(∀ε > 0 ∀n0 ∈ N ∃n > n0[xn < a+ε])

lim sup
n→∞

xn = b| def
= |(∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n > n0 [xn < b+ε])∧(∀ε > 0 ∀n0 ∈ N ∃n > n0[b−ε < xn])
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Îçíà÷åííÿ 2.8 (C) Íåõàé (xn)- îáìåæåíà ïîñëiäîâíiñòü, òîäi

lim inf
n→∞

xn
def
= lim

n→∞
inf
k≥n

xk

lim sup
n→∞

xn
def
= lim

n→∞
sup
k≥n

xk

Çàóâàæèìî, ùî ãðàíèöi ñïðàâà â îçíà÷åííi C iñíóþòü, áî ïîñëiäîâíîñòi (an) i (bn), äå

an
def
= inf

k≥n
xk i bn

def
= sup

k≥n
xn

ìîíîòîííi((an) - çðîñòàþ÷à, (bn) - ñïàäíà) i îáìåæåíi.

Òåîðåìà 14 Îçíà÷åííÿ A, B, C âåðõíiõ i íèæíiõ ãðàíèöü ïîñëiäîâíîñòi ¹ åêâiâàëåí-
òíèìè.

Äîâåäåìî åêâiâàëåíòíiñòü îçíà÷åíü A i B. Öèìè îçíà÷åííÿìè áóäåìî êîðèñòóâàòèñÿ
íàé÷àñòiøå.

Ïðè äîâåäåííi òåîðåìè áóäåìî êîðèñòóâàòèñÿ íàñòóïíèì òâåðäæåííÿì.

c− ÷àñòêîâà ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi (xn) ⇔ ∀U(c) {n ∈ N|xn ∈ U(c)} − íåñêií÷åííà.

òîáòî â äîâiëüíîìó îêîëi òî÷êè c ¹ íåñêií÷åííà êiëüêiñòü ÷ëåíiâ ïîñëiäîâíîñòi. Öå òâåð-
äæåííÿ áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ iç îçíà÷åííÿ ÷àñòêîâî¨ ãðàíèöi.

Íåõàé b - âåðõíÿ ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi â ðîçóìiííi îçíà÷àííÿ A, òîáòî b - íàéáiëüøà
÷àñòêîâà ãðàíèöÿ. Òîäi ∀ε > 0 ñïðàâà âiä b + ε íåìà¹ ÷àñòêîâèõ ãðàíèíèöü ïîñëiäîâíîñòi.
Òîìó òàì ¹ òiëüêè ñêií÷åííà êiëüêiñòü ÷ëåíiâ ïîñëiäîâíîñòi. Âiçüìåìî n0 = max{n ∈ N|b+
ε ≤ xn}.

Áóäåìî ìàòè, ùî ∀n > n0 xn < b + ε.
Ïåðøà óìîâà â îçíà÷åííi B äîâåäåíà.
Âðàõîâóþ÷è, ùî b - öå ÷àñòêîâà ãðàíèöÿ, â îêîëi U(b) ¹ íåñêií÷åííà êiëüêiñòü ÷ëåíiâ

ïîñëiäîâíîñòi. Òîìó òàì çíàéäóòüñÿ íîìåðè n, áiëüøi äîâiëüíîãî n0. Òîáòî

∀ε > 0 ∀n0 ∃n > n0 [b− ε < xn]

Äîâåëè: ÿêùî b âåðõíÿ ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi â ðîçóìiííi îçíà÷åííÿ A, òîäi b âåðõíÿ
ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi â ðîçóìiííi îçíà÷åííÿ B.

Äîâåäåìî, ùî ìà¹ ìiñöå íàâïàêè.
Íåõàé b - âåðõíÿ ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi â ðîçóìiííi îçíà÷åííÿ B. Óìîâà

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n > n0 [xn < b + ε]

ãîâîðèòü, ùî íåìà¹ ÷àñòêîâõ ãðàíèöü ïîñëiäîâíîñòi áiëüøèõ çà b. Çàëèøèëîñü ïîêàçàòè,
ùî b ¹ ÷àñòêîâîþ ãðàíèöåþ.

Âiçüìåìî ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N, ùî âñi xn ç n > n0 çàäîâiëüíÿþòü óìîâi xn < b + ε. Áóäåìî
ðîçãëÿäàòè xn äëÿ n > n0. Ç äðóãî¨ óìîâè îçíà÷åííÿ B ìà¹ìî, ùî iñíó¹ íåñêií÷åííà
êiëüêiñòü òàêèõ xn, ùî b−ε < xn. Âñi âîíè çâè÷àéíî íàëåæàòü îêîëó Uε(b). Òîìó b ÷àñòêîâà
ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi.

Äëÿ íèæíüî¨ ãðàíèöi åêâiâàëåíòíiñòü îçíà÷åíü A i B äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî.
Âïðàâè.
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1. Çíàéòè ìíîæèíó âñiõ ÷àñòêîâèõ ãðàíèöü ïîñëiäîâíîñòi, lim infn→∞ xn i lim supn→∞ xn

à) 1
2
, 1

3
2
3

1
4

2
4

3
4

1
5

2
5

3
5

4
5
, . . ..

á) xn = tan n.
â) xn = sin n.
ã)xn = ñóìi äiëüíèêiâ n.
ä) xn = n(−1)n .
å) xn = (−1)n

n
+ 1+(−1)n

2

2. Ïîáóäóâàòè ïîñëiäîâíiñòü xn (ÿêùî öå ìîæíà), ìíîæèíà ÷àñòêîâèõ ãðàíèöü ÿêî¨ ¹:
à)E = {1, 2, 3, 4, 5}
á) E = {1/n}
â) E = [0, 1]
ã)E =]0, 1[
ä) E = Q
å) E = R
3. Äàòè ïðèêëàä ïîñëiäîâíîñòåé xn i yn, ÿêi ìàþòü ðiâíî ïî îäíié ÷àñòêîâié ãðàíèöi â

R i ïîñiäîâíiñòü (xn + yn)
à) íå ìà¹ ÷àñòêîâèõ ãðàíèöü.
á) ìà¹ ðiâíî îäíó ÷àñòêîâó ãðàíèöþ.
â) ìà¹ ðiâíî äâi ÷àñòêîâi ãðàíèöi.
ã) ìà¹ áiëüøå äâîõ ÷àñòêîâèõ ãðàíèöü.
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